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ECOLE POLYTECHNIQUE
CONCOURS D’ADMISSION 1982
OPTION M’

PREMIERE COMPOSITION DE MATHEMATIQUES
(4 heures)

Correction

_I-

1. On rappelle, pour tout ce qui suit, que si a,, = O(n”) (p € N), la rayon de convergence de

la série entiere E a,x" est supérieur ou égal a 1, donc ici égal a 1.

neN
* Z a, diverge, donc Z a, ¢
neN neN
1 24 (—=1)"
% 8, = 1+ (—1)", donc o,, = n+1+1+(-D") = 24 (=1)"+n diverge, et de
n+1 2
ce fait (0,)nen converge vers 1, donc Z ay, € S
neN

+ En fi €] — 1,1, f(x) i m— 1 donc lim f(r) existe et vaut - et

n fin, pour z €] — 1, 1], f(z) = apz" = , donc lim f(z) existe et vaut — e

P 2 [ 2

donc Z a, € ..

neN

. Clairement, Z a, ¢ .7 puisque la suite (a, ),cn ne tend vers 0. Montrons ensuite par récur-

neN

1
rence que, Vn € N, 5, = (—1)"*! (%) Ce résultat étant vrai pour n = 0, supposons

5 = (~1)mH (”T“)

1)+1
Sin est pair, s,, = —g et s, = —g + (—)"+2(n +1) = —%.
1 1 1)+1
Si n est impair, s,, = n—2|— et Sy = ntl (n+1)= %
On constate de méme par récurrence que :
1 n+1 1

On = — sin est impair

Tn+l 2 2
0, = 0 sinon.

Donc Z a, ¢ Ss.

neN

1 / _1 o o0
Remarquons ensuite que ( ) i Z(—l)"“(n—l—l)x", donc Z(—l)”“nw" =

1+ 1+ x)?

1
—< 1 f 72 admet la limite 1 lorsque x tend vers 17, donc (G, )nen € 7.
x
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3. Soit Z a, € 1. 0n a, par hypothese sur la convergence de la suite de sommes partielles

neN
(Sn)nEN :
Ve > 0, il existe ng € N,Vn > ng, |s, — s| <

(1)

DO ™

D’autre part, on a, pour tout entier n > ny :

1 n+1 1
B el <

no—1

(sx-5)

> (e =)

k=ngo

On applique alors au deuxiéme terme I'inégalité (fl), pour tout entier n > ny :

1 u n—nog+1l)e ¢
”+1kzzn ysk_sysﬁ =3
De plus, le premier terme étant une somme finie de réels, on a :
| ool
R kzzo(sk_s)zo
Ce qui donne, d’apres la définition de la limite :
1 £
Ve > 0, il existe ny € N,Vn > ny, T ;(sk —35)| < 3

En posant ny = max(ng, n;), on obtient :

Ve > 0,Yn > ng,|o, —s| <e

Ce qui permet donc de conclure que la suite (0, ) ey converge et par conséquent Z an € Ss.

neN
Donc .9 C .%.

. 4a. La suite (0),, . étant bornée car elle est convergente, donc (n + 1)o, = O(n), avec la

premiére question de cette partie, la série E a,x" est de rayon de convergence supérieur

neN
ou égal a 1.
1 oo o 1 o0
Comme —— o= ;x", le produit de Cauchy de nZ:O spx" par . est nZ:O(n + 1)o,

lorsque ces deux séries absolument convergentes.

Comme s,, = (n+ 1)o, — no,_1 = O(n), les séries Z spa™ et Z(n +1)o,2" convergent

neN neN
sur | — 1, 1] et de ce fait :
Vo el —1,1] ! X f: "= g(x) (2)
T €] — spa” = g(x
Tl & J
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oo

On prouve de méme que Z a,x" converge absolument pour x dans | — 1, 1] et que
n=0
Ve €] —1,1], X Zana} = anx" (3)
n=0
Avec (@) et (B) il vient
Vo el =11, f(z) = (1 -2)g(x) (4)

4b. Ecrivons 0,, = o + &, avec lim &, = 0, et donnons nous pour un réel ¢ > 0. Il vient,

n—oo

pour tout z €] — 1, 1],

(1—x)2g(:c):a<2(n+1) )(1—1: 1—:62271—1— ent”

n=0
et .
> 1 1
D™ = =
Z(n+ ) (1—20) (1 —x)?
n=0
De la -
(1—x)%g(x) = l—xQZn—l—len
n=0

Choisissons n. € N tel que Vn > n.,

gn| < e. 1l vient

(1—z)? Z Depa™| < [(1—x)? Z(n + Depa™| + [(1 —2)? Z (n + 1)5nx”‘
n=0 n=0 n=nc+1
<{1=2)*) (n+Dega™| + |1 = 2)* ) (n+1)eua”
n=0 n=0
= (1 —xz)? Z(n + De,z™| + €.
n=0

Pour z € [0, 1] et donc

Vo € [0, 1], 1—x22n+15n <e+(1—1)*p(x)
n=0

p étant le polyndome E (n + 1)e,z"™. Comme lim (1 — x)*p(z) = 0 nous pouvons trouver
r—1~
n=0

a > 0tel que Vz €]1 — o, 1], |(1 — z)?p(2)| < e. Résumons :

Ve €]l —a, 1, |f(x) —o] < 2e

ce qui montre que Z a, € Ss.
neN

PAGE 3/[] mEmE

/




-

CpGE KENITRA
ProF : MoHAMED TARQI

5. Ona .} C %% C .%5. Les exemples étudiés dans le deux premiéres questions de cette partie,

montrent que les inclusions sont strictes :

AC Sy C S

-1I-

. 1a. Pour tout k € Nettoutx €] —1,1[, 2" €] — 1, 1] et donc f(z*) = Z anz™, donc par

n=0

oo
combinaison linéaire de séries convergentes la série E a,p(z™) converge et E a,P(z") =

neN n=0
d
Z ag f(a").
k=1
oo

De plus, le théoréme de comparaison des limites nous permet d’affirmer que = +— Z anp(z™)
n=0
admet une limite en 1~ et que

9] d d
lilllfl+ Z anp(z") = lgﬁ Z af(z") = ZO%S = Sp(1)
n=0 k=1 k=1

ouS = lim f(z).

z—1-
1b. g est bornée sur [—1, 1] donc la suite (¢(z"),en l'est aussi pour z €] — 1, 1], par suite

Z x"q(z") est absolument convergente.

neN

_ (1+k)n __ . . . B
Pourk € N, (1 x)nz:%x =(1 x)Xl_ka = 1+$+$2+...+xk’doncxll>nf—(1
) nz:% 2R existe et vaut 1 Par combinaison linéaire :cll>n11— (1—x) nz:% 2"q(z") existe

- /0 1 g(z)dx.

d/
et vaut Z 6k
— k+1

. Soite > 0et0 < a < —— avec M = sup |1 (t)|. Pour simplifier supposons par exemple

2M te(0,1]

1
(0 (5) > lim v (z). On construit deux fonctions v, et 1)y continues sur [0, 1] par :
o~

T3

U(x), six € {O,a— %] U [l,l}
a1x + by, six e lﬁ’ﬁ—i_a]

et
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(1/)@), six € [O,% [U [—4—04, 1]
Uy(z) = < P2 (%) = hfi{ Y ()
asx + by, siz € l—,%—i—a]

OnaVz € [0,1], Y1 (z) < P(x) < )o(x) et
/0 () — 0 ())d = / | (@) —b)dot / T (ot by—(a))dz < 20M < e,

(NI

Puisque 9/, et 105 sont continues, il existe d’apres le théoreme de Weierstrass deux fonctions

£
polynomiales g1, ¢2 : [0, 1] — Rtelles que ||¢1- (1/}1 - —) lloo < 3 S et | <¢2 + ) 0200 < S
en particulier Vz € [0, 1],

i (x) — Z < qi(w) < Ya(w)

et
Ya(r) < qo(x) < o )+§1
DouVz € [0,1), qi(z) < n(x) < () < 9a(z) < go(w) et en écrivant ¢ — 1 =
(g2 — 1) + (b2 — ¥1) + (1 — ¢1) on en déduit que
/0 (¢2(z) — qu(z))dz < Z + < 5+ Z -

. 3a. Soit  €]0,1[. Siz € [0,a], lim 2" = 0, donc il existe n, tel que pour tout n > n,,

n—oo

1
0<z" § donc x(z") = 0. Ainsi, la somme de la série Z a,x(x") se réduit a une somme

Na—1 Na—1
finie Z apx(x") = Z a, sur [0, o, donc la série Z a,x(z") converge uniformément

n=0 n=0 neN

1
(X(x) _ >, qui vérifie les hypo-
11—z Z

theses de la deuxiéme question de cette partie, en effet, compte-tenu de la valeur de Y, la
fonction ¢ vérifie :

neN

3b. Soit ¢ > 0. Introduisons la fonction ¢(z) =

1 '601
1 —
_1,33: '3

x
p() =191 RE
-, irze |-, 1
; six {2 ]
1
Il existe donc deux polynomes ¢; et ¢o tels que ¢; < ¢ < ¢ et / (g2 — q1)(z)dz < e.Dela

0
z(l—x)g+z < x(x) < x(1—2x)g2 + x pour tout z € [0, 1], donc avec p; = z(1 —x)q +
et pp = (1 — z)g2 + x on a bien pi(1) = pa(1), p1(0) = p2(0) = O et

Ypo(x) = Pi(x) !
/o wdx = /0 (g2 — q1)(z)dz < e.
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pa(z) — pr(z)
(1 — )

)- Avec les résultats de la premiére question de cette partie, (1 — x) Z z"q(2") = (1 —
n=0

1
Z pa(@ 1 — p") tend vers / q(z)dz < ¢ lorsque x tend vers 17 (1).
—gn 0

3c. Soit ¢ le polynome défini par ¢(x) = (0 et 1 sont des racines de py — py

[e.9]

On note ensuite que na, < Apourtoutn € Netque 0 < x(z") —p1(z") < po(z"™) — p1(z")

entraine
= = — p2(2") — p1(z")
nZ:oaX(x) ;apl(x) X:j - (5)

Enfin,siz € [0,1[,1—2"=(1—-2)(1+x+..+2" ") <n(l—z),donc

—  n(l-2z) — 1—an
> n\ __ n 1
Avec (1) nous pouvons conclure que lim AZ pa(a”) = pila”) = / q(z)dz. Donc il
rz—1— n 0

existe a > 0 tel que

] 1
vee[l—a,1 Ay paa”) = pi(@”) / g(z)dz| < Ae,
n 0
n=1
ou encore
Ve [l—all, Zm — >§(A+1)g,
d’ot la premiére inégalité d’apres (B) :
Ve e[l —a,l], Zanx Zanpl )< (A4 1)e
n=0 n=0
On obtient immédiatement [’autre inégalité.
Convergence de .S : Avec le résultat de la premiére question de cette partie, Z a,p;(xz") tend
n=0

vers Sp;(1) = S lorsque z tend vers 1~ (7 = 1,2). On peut donc trouver § €]0, o tel que

Ve e[l —p,1] Zanx ) < S+ (A+2)e

Ve e[l —p,1] Zanx ) < =S+ (A+2)

—In2 —1In2
D in> |——— 1 = 1-73,1
onc,mn_[ln(l_ﬂ)}—k etx exp( ),oname[ B, 1] et
S—(A+2)e <> ax(@") =) o < S+ (A+2)
k=0 k=0
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D’ou le résultat : La série numérique E a, converge de somme S.
neN

3d. Soit € > 0. La suite des restes associée a la série E a, converge vers 0, donc il existe

neN
o0

n. € N tel que Vn > n., Z ap| <e.
k=n+1

oo o0 o0
Alors siz € [0,1], et sin > n., Z akx(xk) < Z ar < €. Donc la série Z anx(z")
k=n+1 k=n+1 neN
converge uniformément sur [0, 1].

. 4a. Oui il suffit d’appliquer le résultat avec la suite de terme général a,, = —0,,.

1
4b. Oui, la suite (by,),en définie par b2 = — et b, = 0sin # p?. Alors b, > 0, Z b,,
p? neN

converge, donc avec le résultat de premiere partie Z b, € 7, enfin lim p°b,2 = +o00 ce
p—00

neN
qui donne sup nb,, = +o0.
neN

4c. Immédiat en appliquant les résultats de la troisieme question de la deuxieme partie a

(Re(cy))nen et (Im(c,,) ) nen : Z ¢, converge.

neN
(="
nn

4d. Oui, la suite de terme général d,, =

,la série E d,, converge moyennant le critere
n>2
spécial des séries alternées.
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